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3. Erhaltungsgrößen und die Newton’schen Axiome

Übung 3.1: Perlen gleiten auf einem Ring

Zwei Perlen gleiten ohne Reibung auf einem ebenen Ring mit dem Radius R. Die schwerere

von beiden (Masse 3m) ist mit einer Feder (Federkonstante K) verbunden. Im ungedehnten
Zustand schrumpft die Feder auf einen Punkt zusammen. Das feste Ende der Feder ist an einem
Punkt mit dem horizontalen Abstand 2R vom Zentrum des Kreises angebracht. Die leichtere
Perle (Masse m) ist zunächst am Boden des Rings in Ruhe. Die schwerere Perle wird an der
Oberseite des Rings freigegeben, kollidiert dann mit der leichteren und klebt an dieser.

a) Bestimmen Sie den Wert von m, bei dem beide Perlen (Masse zusammen 4m) gerade
den Punkt A auf dem Ringe erreichen, diesen aber nicht überschreiten. Geben Sie das
Ergebnis in Abhängigkeit von den Konstanten K, R und der Erdbeschleunigung g an. Ist
es unabhängig von einer dieser Größen unabhängig?
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sind. Die Perle wird sich langfristig immer nach außen bewe-
gen, wenn nicht gerade ρ+ = 0 gilt.
Die Zwangskraft lautet

Z = λ∇ f = 2mρ̇ωêϕ. (6.228)

Dies ist die Kraft, welche die Perle auf dem Stab hält und
entspricht nicht der Zentrifugalkraft. Da sich die Perle frei
in radialer Richtung bewegen kann, wird die Zentrifugalkraft
durch keine Zwangskraft kompensiert.
Die Energiegleichung (6.36) führt wegen V = 0 auf

dT
dt
= −λ∂ f

∂t
= 2mρρ̇ϕ̇ω = 2mρρ̇ω2. (6.229)

Die Energie nimmt daher stark zu, wenn sich die Perle radial
nach außen bewegt.

2. Die Lagrange-Funktion lautet wegen V = 0 in Zylinderko-
ordinaten

L = T =
m
2

�
ρ̇2 + ρ2ω2

�
. (6.230)

Es gibt nur einen Freiheitsgrad und mit ρ nur eine verallge-
meinerte Koordinate. Die Bewegungsgleichung kann direkt
hingeschrieben werden:

mρ̈ = mρω2. (6.231)

Dies entspricht bereits (6.226) aus dem ersten Aufgabenteil.
Die Lösung der Bewegungsgleichung muss selbstverständ-
lich nicht wiederholt werden.
Wie sieht es aber mit der Energieerhaltung im Formalis-
mus der Lagrange-Gleichungen zweiter Art aus? Hier soll
an (6.102) erinnert werden. Da die Zwangsbedingung f =
ϕ − ωt = 0 nicht skleronom ist,

∂ f
∂t
= −ω � 0, (6.232)

entspricht die Hamilton-Funktion nicht der Energie. Dennoch
ist die Hamilton-Funktion (6.102) eine Erhaltungsgröße, da
die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit t abhängt.
Wir haben im ersten Aufgabenteil schon gesehen, dass die
Energie nicht erhalten wird, da die Zwangskraft Arbeit am
System leistet.

6.2 •• Pendel an Federn Eine Punktmasse m1 ist wie in
Abbildung 6.10 durch zwei Federn an zwei Wänden befestigt.
Die Ruhelänge der Federn entspricht gerade dem Fall, dass m1

sich in der Mitte zwischen den Wänden befindet. Beide Federn
haben die gleiche Federkonstante k, d. h. die Rückstellkraft ist
dem Betrage nach |F| = k|x|. Die Punktmasse m1 darf sich nur
waagerecht (entlang der x-Achse) bewegen. Es ist eine weitere
Punktmasse m2 mit einem masselosen Stab der Länge l an m1

befestigt. Die zweite Punktmasse kann in der x-z-Ebene unter
dem Einfluss der homogenen Schwerkraft FG = −m2gêz schwin-
gen. Der Auslenkungswinkel des Pendels ist ϕ.
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Abbildung 6.10 Die Massen m1 und m2 sind durch einen Stab der Länge
l verbunden. Während m1 über zwei Federn mit Federkostanten k an
den Wänden befestigt ist, kann m2 an m1 unter dem Einfluss der Gra-
vitationskraft FG schwingen.

1. Wählen Sie geeignete verallgemeinerte Koordinaten und stel-
len Sie die Lagrange-Funktion auf.

2. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab.
3. Nehmen Sie nun an, dass der Auslenkungswinkel ϕ klein ist.

Zeigen Sie, dass sich beide Bewegungsgleichungen jeweils
in der Form

aq̈ + bq = f (q�, q̇�, q̈�) (6.233)

schreiben lassen. Hier sind a und b konstante Koeffizienten,
q ist die eine und q� die andere verallgemeinerte Koordinate.
Beide Bewegungsgleichungen beschreiben eine getriebene
Schwingung. Dies wird in Kapitel 7 genauer diskutiert.

Hinweis:

Resultat:

ausführliche Lösung:

1. Wir wählen die Koordinaten so, dass die Punktmasse m1 im
Gleichgewicht x = 0 und z = 0 erfüllt. Die y-Koordinate
spielt hier keine Rolle. Es gibt mit x und ϕ zwei Freiheits-
grade. Die Koordinaten der beiden Punktmassen lauten

x1 =

�
x
0

�
, x2 =

�
x + lsin ϕ
−lcos ϕ

�
. (6.234)

Daraus ergeben sich die Geschwindigkeiten

ẋ1 =

�
ẋ
0

�
, ẋ2 =

�
ẋ + lϕ̇cos ϕ

lϕ̇sin ϕ

�
. (6.235)

Die kinetische Energie lautet

T =
m1

2
ẋ2 +

m2

2

�
ẋ2 + l2ϕ̇2 + 2lẋϕ̇cos ϕ

�
. (6.236)

Die Auslenkung x der ersten Punktmasse hängt mit der in
den Federn gespeicherten potentiellen Enregie zusammen:

V1 =
k
2

x2 +
k
2

x2 = kx2. (6.237)

Theoretische Physik

Übung 3.2: Reflexion eines Würfel

Ein elastischer Würfel kann sich auf einem Luftkissentisch ohne Reibung bewegen. Der

Würfel wird nun so bewegt, dass zwei seiner sechs Seitenflächen parallel zur Umrandung des
Luftkissentisches sind. Der Reibungskoeffizient zwischen Würfel und Umrandung beträgt µ.
Der Schwerpunkt des Würfels bewegt sich mit der Geschwindigkeit v unter dem Winkel α auf
die Umrandung zu. Berechnen Sie den Winkel β unter dem sich der Würfel nach der Reflexion
wieder von der Umrandung entfernt.

1



β

αv

(Hinweis: Die Reibung mit der Umrandung führt zu einer Kraft µF⊥(t) auf den Würfel. Diese
Kraft wirkt der Bewegung entlang der Umrandung entgegen. Die Größe F⊥(t) bezeichnet dabei
die Kraft, die der Würfel auf die Wand ausübt.)

Übung 3.3: Satz von Stokes

Wir betrachten das Kraftfeld

F = 2xex − (xy − 3z)ey + (4yz − x)ez .

Die Vektoren ex, ey und ez sind Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen x, y und
z.

Zeigen Sie, dass ∫ ∫
C

(∇× F).dA = 0

gilt. Dabei bezeichnet C die Oberfläche der Halbkugel über der xy-Ebene.

a) Werten Sie das Integral direkt aus.

b) Verwenden Sie den Satz von Stokes.

c) Handel es sich bei F um eine konservative Kraft?

Übung 3.4: Polarkoordinaten und die Newton’schen Axiome

Ein Teilchen bewegt sich unter der Schwerkraft auf der Innnenseite eines Kegelmantels r = z.

Die Koordinaten r, θ und z sind zylindrische Polarkoordinaten. Die z-Achse zeigt senkrecht
nach oben. Das Teilchen startet auf der Höhe z = a. Die θ-Komponente seiner Anfangs-
geschwindigkeit beträgt (ga)1/2.

a) Zeigen Sie, dass

2z̈ − ga3

z3
+ g = 0

gilt.
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b) Nun sei z = a+ ε(t), wobei ε(t) << a ist. Zeigen Sie, dass man diese Gleichung durch

ε̈+
3g

2a
ε = 0 .

nähern kann. Beschreiben Sie die so entstehende Bewegung.
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